ESPACIOS VECTORIALES

TEOREMAS DE ESPACIO VECTORIAL

1.-Sea V un conjunto no vacio y se (K,+,®) un campo. Se dice que V es un espacio vectorial

sobre k si estan definidas dos leyes de composicién, llamadas adicién y multiplicacién por una
escalar, tales que:

i)La adicion asigna a cada pareja ordenada (U,V) de elementos de V un Unico elemento

U+VeV , llamadolasumade U y V
iyvu,v,weV : U+(V+W)=U+V)+W
i3 0 eV talque 0+V=V,VVev
iv)VVeV —-VeV talque —-V+v=0
vV ,VeV:uU+V=v+U

vi) La multiplicacién por una escalar asigna a cada pareja asignada («,V) de elementos

aeck y VeV unnico elemento aV €V, llamado el producto de & por V
vilVaeK:VeV:al +V)=al + av

vii)\Va , feK;VeV:i(a+ fIV=aV + v

ix)Va , feK;VeV: a(fV)=(af)V

x)Si leslaunidaddeK: 1V=V, VVeV

A los elementos de V se les llama vectores y a los de K escalares.
2.-Si V es un espacio vectorial sobre K, entonces
)VUu,v,weV:U+V=U0U+W=>V=W

ii)El vector 0 es tnico yestalque V + 0=V,VVeV

iii)El vector —V es tnicoy es tal que V+(—V) =0

iv)La ecuacién U + X =V tiene solucidn Unica en V.
vV\IVveV: —(-V)=V

vi)Vi,veV: —(U +V)=—U + (-V)

3.- Sea V un espacio vectorial sobre K:

)€WaeK: «0=0
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i) VVeV: 0V=0,dondeO e el cero de K

ifVae K,veV: (—a)V=—(aV)=a(-V)

iv)Va e K,VeV: aVv=0=a=00 V=0
VIVaeK,U,VeViau=aV ya#z0=U=V

vijlVa e K, U ,VeV:aV=pV yv0=a=/0

4.- SiV es un espacio vectorial sobre K, entonces U—V =0+ (-V) ; VU, VeV
Al vector U —V se le llama la diferencia U menos V

5.- Sea V un espacio vectorial sobre Ky sea S un subconjunto de V. S es un subespacio de V si
es un espacio vectorial sobre K respecto a la adicién y la multiplicacién por un escalar definidas
enV.

6.- Sea V un espacio vectorial sobre Ky sea S un subconjunto de V.
S es un subespacio de V si y solo si

Vo ,veS:0+V €S

ilVaeK,veS: av € S

7.- Un vector W es una combinacion lineal de los vectores V;,V,, ..., V, si puede ser

expresado en laforma W=V, +a,V, + ...+, V,
Donde &, q,,..., &, son escalares.

8.-Sea S = {\71,\72,...,\7n} un conjunto no vacio de vectores de un espacio vectorial V. El

conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores S, denotado con L(S),es un
subespacio de V

9.-Sea S = {\71,\72,...,\7n} un conjunto de vectores:

i) Seslinealmente dependiente si existen escalares &, @,,..., &, , no todos iguales a

cero, tales que )V, +a,V, + ...+ V, = 0

ii) Ses linealmente independiente si la igualdad vV, + o, V, + ...+ V, = 0 solose
satisfacecon o, =, =...= ¢, =0
10.- Todo conjunto que contiene al vector 0 es linealmente dependiente

11.-
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Si S es un conjunto linealmente independiente entonces cualquier subconjunto de S es
linealmente independiente.

12.- Sea V un espacio vectorial sobre K,y sea G = {Vl,vz,...,Vm} , un conjunto de vectores de
V. Se dice que G es un generador de V si para todo vector X €V existen escalares

o, ay,...,a, talesque X =V, +a,V, + ...+, V,

13.- Sea V un espacio vectorial sobre Ky sea G un subconjunto de V, G es un generador de V si
y solosi V=L(G)

14.- Se llama base de espacio vectorial V a un conjunto generador de V que es linealmente
independiente.

15.- Sea V un espacio vectorial sobre K. Si B = {\71,\72, ...,\7n} es una base de V, entonces

cualquier conjunto de vectores de V con mas de n elementos es linealmente dependiente.

16.- Sea V un espacio vectorial sobre K. Si B = {\71,\72, e, V } es una base de V, entonces

cualquier otra base de dicho espacio esta formada por n vectores.

17.- Sea V un espacio vectorial sobre K. Si B = {vl,vz, ...,Vn} es una base de V se dice que V es

de dimensién n, lo cual se denota con dimV =n
En particular, si V = {6} , dim V =0

18.- Si V es un espacio vectorial de dimensidn n, cualquier conjunto linealmente independiente
formado por n vectores de V es una base de dicho espacio.

19.- Si V es un espacio vectorial de dimensién ny W es un subespacio de V, entonces
dimW <n

En particular, si dimW =n entonces W =V

20.-Sea B= {\71,\72,...,\7n} una base de un espacio vectorial V sobre K,y sea X € V . Si
X=aV, +to,V, +..+a,V,

los escalares ¢, @,,...,, se llaman coordenadas de X en la base B;y el vector de K"

(X)e = (1,0, ;)

Se llama vector de coordenadas de X en la base B.
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21.-Sea B= {\71,\72,...,\7n} una base de un espacio vectorial V sobre K . Para cualquier X € V

el vector (X); es unico.

22.-Sea A= |:aij :| una matriz de mxn con elementos en un campo K, y sea

T =(a,,a,,...,a,) eli-ésimorenglonde A.Si A =(T,, T,,..., T), el conjunto L(A) se

llama espacio renglén de A.

23.- Dos matrices A y B son equivalentes (por renglones), lo cual se denota mediante ALl B, si
alguna de ellas puede obtenerse a partir de la otra mediante una sucesion finita de
transformaciones elementales (por renglén).

24.- Dos matrices equivalentes tienen el mismo espacio renglén

25.-Sea A= [ai j] una matriz de mxn con elementos en un campo K, y sea

C =(ay,8,,...,a,;)" lai-ésimacolumnadeA.Si A, ={T,,C,,...,C,}, el conjunto de L(A,)

se llama espacio columna de A.

26.- Para cualquier matriz A se tiene que dimL(A )=dimL(A,)

27.- Se llama rango de una matriz A, y se denota con R(A), al

nimero R(A) =dimL(A )=dimL(A.)

28.- Si A es una matriz de nxn, los siguientes enunciados son equivalentes
i)R(A)=n

i) AL

i) 3 A

iv)dimA=0

v) Los renglones de A son linealmente independientes

vi) Las columnas de A son linealmente independientes

29.- El sistema de ecuaciones lineales AX =b es compatible siy solo si R(A) = R(A,b)

30.-Sea AX =b un sistema compatible de m ecuaciones lineales con n incégnitas: si R(A)=n el
sistema es determinado y si R(A) <n el sistema es indeterminado
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31.- Sea F el conjunto de todas las funciones reales de variable real, y sean f,geF . Se dice

que fy gsoniguales, lo cual se denota mediante f =g, cuando f(X)=g(Xx),VxeR
32.- Sea F el conjunto de funciones reales de variable real,ysean f ,geF; aeR:
i) Lasuma defy g esunafuncion f+g definida por (f +g)(x) = f (X)+g(X),VxeR

ii)El producto de « vy fes una funcién o f definida por (af)=ae f(X),VXxeR

33.-Sea { fl, fz,. f } un conjunto de n funciones reales de variable real. Si existen n valores

L

X, Xy,..0, X, € R tales que el sistema

o fi()+a, f,00) +..+a, f,(¢) =0
o f.(%)+a, f,(%,)+...+a,f,(X,)=0

o f(x)+a, f,(x)+...+a,f (x,)=0

Solo admite la solucidn trivial, entonces el conjunto de funciones es linealmente
independiente
34.-Sea { f,, f,..

o fn} un conjunto de n funciones reales de variable real, derivables al menos

n-1 veces en el intervalo (a,b) y sea

ACO N ¢S B A6
W (x) = flfx) fZZ(X) fn:(x)
B0 0000 . 10

SiW(X,)#0 paraalgin X, €(a,b) , entonces el conjunto de funciones es linealmente

independiente en dicho intervalo.
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